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Durée de I'épreuve : 4 heures

Les calculatrices électroniques sont non autorisées, conformément a la réglementation en vi-
gueur.

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants. Le candidat doit traiter tous les exercices

on rappel que le condidat doit choisir un exercice soit le quatrieme ( sur les structures algébriques )soit ( le
cinquieme (sur I” arithmétique ) . Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment
donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, a condition de l'indiquer clairement sur sa copie.
La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans I’appréciation des copies.Il convient en
particulier de rappeler avec précision les références des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale sur
sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’ilest amené a prendre.

Avant de composer, le candidat s’assurera que le sujet comporte bien 5 pages numérotées de 1 a 5.
la premiere page est une page de garde
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Exercice 1

soit m un complexe non nul

on considere dans C I'équation (E) : 22> =2 (m+1—i)z+m*> + (1 —i)m—i=0
1. vérifier que le discriminant de (E) est A = (2mi)?
2. résoudre dans C 1’équation (E)

3. déterminer les valeurs possibles de m pour que 'une des solutions soit nulle
Partie II
Dans la suite on suppose que m € C — {1,—1,i, —i,0}

Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct (O, 7,7)on consideére
les points A (1) ,B(—i) , M(m) ,Mj(z1), My (zp) tels que les triangles (AMM,) et
(BM M )soient rectangles isoceles avec

(i, 34:8) = (i, W) = 2 2

1—i 141 . :
1. Montrer que z; = TZ (m+1) et zp = % (m —i) (on pourra appliquer l'expres-
sion complexe d"une rotation)

2. Vérifier que B i(m — i)
z1 (m+1)

triangle (OM; M) soit un triangle équilatere direct

en déduire la forme exponentielle de m pour que le

1
3. Montrer que M; est I'image de M; par la rotation de centre () (Tl) et d’angle de

T
mesure —
2

4. Vérifier que E m = 1)
z1—m (m+1)

1_i
en déduire 'ensemble des points M (m) pour que () (TZ) , M, My, M; soient cocy-
cliques ( utiliser 2" % _; )
21 — 20

Exercice 2

soit fla fonction définie sur R* par
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1. montrer que lim f (x) = +ocet lim f&x) = 0 que peut on déduire?

X——+o0 xX—+oo X

N

montrer que f est continue a droite de 0

soit x > 0 on pose pour chaque t € R : ¢ (t) = e Vi 14 Vi

»

(a) en appliquant le théoréeme des accroissements finis a g sur [0, x*] montrer qu’il
e¥—1+4x  leVe-1
b 2 /e

| 1
puis déduire qu'il existe d €]0, x| : o U PRV

existe ¢ €]0, x?[ :

x2
et —1+x 1
b t lim ————— ==
(b) montrer que ; E{)E 2
1
4. montrer que f est dérivable a droite de 0 et que f;(0) = - on pourra utiliser la

2
question 3)b

e (e —1—x)
x(1—e%)

montrer que Vx > 0:e* —1 — x > 0 et donner le tableau de variation de f

5. montrer que f est dérivable sur R*" et que Vx > 0: f' (x) =

S ey

tracer (C f)

soit (a,) la suite définie par ag = Leta,41 = = (1 —e™ ™)

N =

1. Montrer Vn € N : 0 < a,
2. justifier que Vx > 0:0 < 1—e"

1 n
récurrence que Vn € N : 0 <4, < (§>

¥ < x en déduire a I'aide d’un raisonnement par

n
3. on pose pour tout entier natureln: S, = ) _ f (a)
k=0

n k
(a) montrer que Vx € RT : 0 < f (x) < xetqueVn e N: S, < Z (%)
k=0

(b) en déduire que la suite (S, ) est majorée

(c) montrer que (Sy) est croissane en déduire qu’elle est convergente
on note / sa limite ( on ne vous demande pas de calculer ¢).

(d) montrer que Vk € N : In <2kak> —1In <2k+1ak+1> = f (ay)
et déduire que Vn € IN* : 2"g,, = ¢~ -1

4. montrer que la suite (2"ay), - est convergente et donner en fonction de £ sa limite
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Exercice 3

: . 1 1
dans cet exercice la notation exp (— représente le réel ex
x

2x
soit H la fonction définie sur R par H (x) = / et dt

X

1. justifier l’existence de H (x) pour chaque x > 0

2. montrer que pour chaque x > 0 : xexp (%) < H (x) < xexp (1)

x
3. Déduire lim+H(x) et lim H(x)et lim H(x)

x—0 X——+00 x—+oo X

4. Montrer que H est dérivable sur R et que pour chaque x > 0 :H' (x) a méme signe

que 2 — exp (%)

5. on pose & = no

(a) montrer que H est strictement croissante sur [«, +00][ et strictement déroissante sur
0, a]
(b) montrer 1 < H(a) < 2
In2 In2
6. soitx > 0

(a) al’aide dune intégration par partie montrer que

2x
H(x) = 2xexp (%) — xexp (%) - /x %ex (%) dt

(b) montrer que

1 2x 1 2x 1 1 1 2x 1
it “di < - - < it hd
exp (ZX>/x tdt_/x texp(f)dt_exp (X>/x tdt

2x 1 1
en déduire lim 3 exp <¥) dt =1n2

X—+00 Jx

X—r+00 X

1 1
7. montrer que lim 2xexp (5) — xexp (—) —x=0

8. déduire que lirJrr1 H(x) —x= In2 et intérpréter géométriquement le résultat
X—r 100

Exercice 4 CHOIX 1(structures algébriques) 3.5pts

on définit sur C une loi de composition interne * par
V(a,b,x,y) €ER*: (a+ib)* (x +iy) =ax+i(b+y)

1. montrer que * est commutative et associative dans C
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N

montrer que * admet un élément neutre que I’on déterminera

w

soit (a,b) € R* x R montrer que (a + ib) est symétrisable dans (C, %) et son symé-
1
trique est - =+ =l

4. soit E = {z € C/Re(z) > 0}
montrer que (E, ) est un groupe commutatif

o1

soit H= { x +i.In(x) /x € R*"} montrer que (H, *) est un sous groupe de (E, *)

o

on définit dans E la loi de composition interne T par
pour chaque (a,x) €]0, +oo[? et pour chaque (b,y) € R?: on pose

(a+ib) 7 (x +iy) = x%¥ + (by —In (a) In (x)) i

montrer que T est commutative et distributive par rapport a * dans E

*

— E
x+iy — & +ix

N

soit 'application f

(a) montrer que f est un morphisme de (C*, x) vers (E, 1)
(b) montrer que f(C*)=E — {1}

8. Déduire que (E, *, T) est un corps commutatif

Exercice 5 CHOIX 2(arithmétiiques) 3.5pts

soit p un nombre premier tel que p > 3 on suppose qu’il existe deux entiers 4, b premiers
entre eux tels que p/a® + ab + b?

1. montrerquep Aa=1letpAb=1
2. montrer a°> = b3[p] et aP~ ! = bp_l[p]

3. déduire que p = 1[3]
partie I1

on considére dans N** 'équation : (E) : x (2021 — x) = y (x + y)

soit (x,y) une solution de (E) onposed =xAy et x =da ety =db
e aANb=1

1. vérifier que (az Yab+ b2> 4 — 20014

2. montrer que (az +ab+ bz) Aa = 1 en déduire que a® + ab + b* /2021

3. montrer en utilisant la partie I que a* + ab + b*> = 43 (on rappel que 2021 = 43 x 47
4. déduire dans N* les solutions de (E)
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